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Wir einigen uns auf 0 ¢ IN. Wir erinnern zunéchst an die Definition
einiger Komplexitdtsklassen. Sei f: IN — R eine Funktion. Dann defi-
nieren wir Klassen O(f) und o(f) von Funktioninen mittels:

f(n)
f(n)

Es gilt also ¢ € O(f) wenn f eine asymptotische obere Schranke fiir g

g€O0(f):3IC>0IN>0Vn>N:g(n) <C-
g€o(f) VC>0IN>0Vn>N:g(n) <C-
ist und g € o(f), wenn g gegeniiber f asymptotisch vernachlissigbar ist.
Mit anderen Worten

g€ O(f) <:)limsupM < 0o, g€o(f) e lim g(n) =0.

n—eo f(1) n—eo f(n)
Man definiert ©(f) = {g € O(f) | f € O(g)}, so dass g € O(f) genau

dann, wenn
g(n) g(n)

0 < liminf &-— < limsup & < co.

noeon f(n) s f(n1)

Insbesondere schlussfolgern wir: Wenn nl1_r>ro10 % existiert und eine positi-
ve Zahl ist, so gilt ¢ € O(f).

Wenn ¢ eine Komplexitdtsklasse ist, so schreiben wir fiir eine Funk-
tion h: N — Ry auch h- % = {hg|g € €} sowie h® = {h8|g € ¢}.
Ahnliche Schreibweisen dieser Form sind in der Literatur ebenfalls ver-
breitet.

Bemerkung 1. In der Literatur wird hdufig f = € statt f € ¢ geschrie-
ben, wenn % eine Klasse von Funktionen ist. Ich personlich halte dies
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fir irrefithrende Notation und werde darauf verzichten. AufSerdem ist es
geldufig, etwa O(n®°) zu schreiben, wenn eigentlich O(n +— n°) gemeint
ist. ()

Theorem 2 (Master-Theorem). Sei T: IN — IN eine beliebige Funktion mit
C:=T(1) > 0. Angenommen, es existieren a,b € IN mit b > 2, so dass fiir alle
n > 1 die Gleichung

T(n)=a-T(5(n))+ f(n) ()
fiir ein gewisses f: N — N und &,(n) € {[%], %]} gilt.
Mit e := log (a) ist dann
T e { G)(HE) / fene.o(loln)
O(nlog(n)) ; feOn

Bemerkung 2.1. Es gibt noch weitere Félle fiir das Verhalten von f, fiir die
im Falle der Rekurrenzgleichung (1) die Komplexitit von T bekannt ist.
Wir verweisen auf die gdngige Literatur. o

Beweis. Wir rechnen nach, dass

T(n) = a-T(dy(n)) + f(n)

(a T(33(m)) + f(85(n)) ) + f(n)

= a? - T(3(n)) +a" - F(&}(n)) +a° - £(5) ()

=a2-<a T(53(n >>+f<5§<n>>>+a1-f<«5;<n>>+a0-f<52<n>>
5(m)

=a> - T(8(n)) +a*- f(55(n)) +a' - f((n)) +a’- f(&(n))
L(n)—1
T(n)=a""-T(1)+ Y - f(55(n))
k=0

: tn)  _
mit £ € O(log,(n)), genauer sogar lim ogy (1) — 1.



Wenn nun f € ©(n°) gilt, so ist daher

(n)-1
o(T) =0 Z a*- f(5 )
log o
— @ | dos(mc 1 % lgb )
logy, (n
=0 | nlos@c 4 Z nlogy (@

=0 <n1°gb( ). (C+ log,(n))) = ©(n°-log(n)).

Wenn andererseits f € n°- o g(l—n)) ist, so gilt

((n)-1
i T(n) _ -~ a'C 4+, " akf(6K(n))
n—oo Nt n—00 ne
£(n) En)=1 kg sk
= lim C+ lim L0 aef( (1))
n—oo 1mn n—oo n
l(n)-1 —k\log, (a) 1
Vo ate (nbi)o8\ 1) o ()
= C+ lim k=0 . fn)
n—o0 n
l(n)-1_ 1
im0 1 o(gm . ’
=C+lm " = C Jim €(n) - o(7) = C,
was T € O(n°) bedeutet. [

Korollar 3. Wenn es ein ¢ € IN gibt, so dass T eine Rekurrenzgleichung der
Form (1) mit f = c konstant erfiillt, so ist

O(n°) ; a>1
re { O(log(n)) ; a=1

Beweis. Fiir a > 1 ist e = log,(a) > 0 und somit cn™° € O(logn) Also ist
f=c=mn(cn°) € n"’~0(loén). Fir a = 1 ist log,(a) = 0 und somit
feon’) =0(n). [



